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Part 1

Suites



Chapter 1

Rappel de 1lere

Le chapitre sur les suites étant riche en premiere, on rappelle les différentes
capacités attendues :

Définir une suite et calculer des termes
Modéliser avec une suite
Représenter graphiquement une suite

Reconnaitre une suite arithmétique ou géométrique et calculer le terme
général

Calculer la somme des termes d’une suite arithmétique ou géométrique

Etudier les variations de suites

e Conjecturer la limite éventuelle d’une suite
Rappel :
e Suites arithmétiques : on a u, = ug + rn

Suites géométriques : on a v, = vy X q"



Chapter 2

Raisonnement par récurrence

2.1 Description

Le raisonnement par récurrence est utilisé pour montrer qu'une propriété
dépendant d’un entier n est vraie pour tout n

Remarque

La propriété a démontrer est souvent soit une égalité, soit une inégalité
Eventuellement, n > ng ou ng est un entier naturel donné

Idée : Montrons qu’une propriété est vraie Vn € N
1. Vrai au début
2. La propriété se ”transmet”

3. Conclure

Exemple : (de propriété a démontrer par récurrence)
o 12 + 92 + 32 bt n? — n(n+1)6(2n+1)
e Siz>0alors (1+2)" >1+nz

e La suite (uy) définie par ug = 1 et up41 = V2 + u, est telle que
1<u, <2

e Le nombre 4" — 1 est un multiple de 3



2.2 Principe
On procede en 3 étapes :

1. Initialisation
On montre que la propriété est vraie au rang n = 0 (éventuellement
n = ng)

2. Hérédité
On démontre que si la propriété est vraie au rang n, alors elle est vraie
aurang n + 1

3. Conclusion
La propriété étant vraie au rang n = 0 et héréditaire a partir de ce
rang, donc la propriété est vraie pour tout n € N

Enoncé

. e - n(n+1
Pour toutn € N', notons S =1+ 2 +... + n. Montrer par récurrence que pour toutn € N', S =¥.

il solution B Conseils & Méthodes [

Pour tout n € N, on considére la propriété P(n): « S = @ ». ﬂ ﬂ ﬂ Il faut tout d’abord

i S 1x(1+1) identifier la propriété a :
Etape @ Initialisation Pourn=1,0na$, =1et =1 démontrer par récurrence.
Donc $, = 1——X—(21—+l) Donc la propriété est vraie pourn = 1. Une démonstration

Etape (2) Hérédité Soit n € N". Supposons que P(n) est vraie, c'est-a-dire 5 = M 522;22:2::;:};?;;;32"'
Montrons que P(n + 1) est vraie, c'est-a-dire S ; = o o) D;" =) hérédité, puis conclusion.
e A PR it
Etape (3) Conclusion On conclut que pour tout n € N, P(n) est vraie. Donc pour toutn € N, § = n(n2+ L)

Figure 2.1: Exemple de preuve par récurrence

e Soit (uy,) la suite définie par up =0et Vn € N  wuppq = 2u, + 1
Montrons par récurrence que u, = 2" — 1 pour tout n > 0

Initialisation On a 2° —1 =1 —1 = 0 donc ug = 2° — 1 donc la
propriété est vraie au rang 0
Hérédité Supposons que la propriété est vraie au rang n, c’est a dire

Uy = 2™ — 1 et montrons qu’elle est vraie au rang n + 1, c’est a
dire w1 = 2" —1



Ona: upy1 = 2u, + 1 — Par défintion

Uny1 =2(2"=1)+1 — D’apres ce qu’on a supposé
Up+1 =2 X 2" =241 — On développe
Upy1 = 20T — 1 — On trouve ce qu’on voulait

Donc la propriété est héréditaire
Conclusion La propriété est vraie au rang 0 et est héréditaire donc
elle est vraie pour tout n > 0

e Soit (v,) une suite définie par vg = 3 et vp41 =5v, —8 VneN

Initialisation On a vy = 3 > 3 donc la propriété est vraie au rang 0

Hérédité Supposons que la propriété est vraie au rang n, c’est a dire
v, = 3 et montrons qu’elle est vraie au rang n + 1 c’est a dire

Unt1 = 3

On a : vy, = bv, — 8 — Par défintion
Upt1 =D X3—8 — D’apres ce qu’on a supposé
Upnt1 = 15 =8 — On simplifie
Upgp1 =723 — On trouve ce qu’on voulait

Donc la propriété est héréditaire

Conclusion La propriété est vraie au rang n = 0 et est héréditaire a
partir de ce rang, donc elle est vraie pour tout n € N



Chapter 3

Limites des suites

3.1 Notion de limite infinie d’une suite

Définition
On dit que la suite (u,,) tend vers 400 si pour tout réel A positif, 'intervalle

[A; +o0o] contient tous les termes de la suite a partir d’'un certain rang.
Autrement dit, VA € R, I'inégalité u, > A est vraie & partir d’un certain

rang.

La suite (u,) représentée ci-contre +
pourrait avoir pour limite +oo. En
effet, pour un réel A choisi, on peut
déterminer un rang n, a partir duquel NI . +
tous les termes de la suite sont tous
supérieurs ou égaux a A.

Figure 3.1: Exemple de limite lim = 400

Notation

On dit que la limite de la suite (uy) est 400 et on écrit Hm 1, = 400

10



Remarque

On définit de maniere analogue une suite qui tend vers —oo et on note donc

o n,
La suite (u,) représentée ci-contre 0 +
semble avoir pour limite —co. Al —
En effet, pour un réel A choisi, on ++ 74
peut déterminer un rang n, a partir @
duquel tous les termes de la suite
sont inférieurs ou égaux a A. *
Figure 3.2: Exemple de limite lim = —o0
Proposition
Limites de suites de référence
o Jimn = oo
i 2 __
o fim n® = +oo
. a .
o lim n%—=4o0sia>0
. o N o
o m n*=0sia<0
A
Limites et opposés
o lim 4, = —o0 est équivalent & Um (—u,) = 400

3.2 Limites finies - suites convergentes
Définition
On dit que la suite (u,) tend vers un nombre [ si tout intervalle ouvert du

type |l — €;1+ €] (avec € > 0) contient tous les termes de la suite apres un
certain rang

11



La suite (u,) représentée ci-contre

semble avoir pour limite (. Autrement tre f
dit, on peut trouver une valeur de n, 2 " . T
pour laguelle les termes de la suitesont ' +

aussi proches que l'on veut de (. : .

Figure 3.3: Exemple de limite im =/

Théoréme

Si une suite (u,) admet une limite finie { alors la limite [ est unique

Notation

Si une suite (uy,) a une limite finie [, on dit aussi que la suite est convergente
et qu'elle converge vers [ et on écrit Hm v, =1

Proposition
Limite des suites de référence

lim 1 —
i 7L~I>oon_0

Equivalence

Dire qu’une suite (u,) tend vers [ est équivalent & dire que (u, — 1) tend
vers 0

Remarque

On appelle suite divergente toute suite quoi ne converge pas. Si une suite
diverge alors soit sa limite vaut +o0o ou —oo, soit elle n’a pas de limite

12



3.3 Limites et opérations algébriques

Soit £ et ¢/ deux nombres réels, +co veut dire +co ou —oo.

Somme de limites :

li -
e l 4 l —+00 +00 ©
nl—i)Too Un A +o0 —0o0 +o0 —o0 —0o0
nEIEoo Uy + 0y L+ 7 +oo —o00 +o0 FI —00

Produit de limites :

lim u, ! (>0 (>0 (<0 (<0 +00 0
n—+00
”ETW Un /' 400 —o0 400 —co +o0 +o0
nl_i)l_l"_loo Uy X Uy 0 x 0 400 —oo —o0 +c0 +co EIL

Quotient de limites :

lim u, l l +oo +oo {#0 +o0 0
n——+0oo
im0, U #0 400 U #0 400 | 0T ou0"| 07 oul" 0

. Up !

lim — — 0 ) FI +oo +o0 FI.
n—+0 Uy VA

Figure 3.4: Opérations sur les limites

Exemple

e Soit vy, tel que v, = (Tn — 2) (3—1—%)
On a: lim p = +oo donc Im 7n = 400 et donc Im 7n — 2 = +o0
et lim L —(donc lim 5 —( lim 3+n_13:3

n—oo n3 n—oo n3 n—00 1
li = li = (li li —
Donc Jm v, = +o0 car lm v, = (lim 3+ 775) x (Jim 7n — 2)

e Soit wy, tel que w, = n?y/n — % +7
Ona: lim n? = to0et lim \/n =400 donc lim n2,/n = +oo

. n—o00 . n—o0 n—o0
Puis lim =2 — ( donc lim =2 4 7=7

n—oo n n—oo n
lim =
Donc m w, = 400

13



Méthode

Lever une forme indéterminée

Enoncé

Déterminer la limite des suites suivantes quand n tend vers +.

4n?

a) (u,) définie par u, =n? - n. b) (v,) définie parv, =—-

il Solution

n+1

a) lim n2 =+» et lim n=+%. Donc on obtient une forme indéterminée ,«eeees Conseils & Méthodes

>+ s
du type « +% - ». Orpourtoutn € N,u =nx(n-1)
lim n=+%et lim n-1=+%donc lim u, =+ (par produit)
n—+% n—+% n—+x
b) lim n? =+, donc lim 4n? =+ (par produit)
n—+% n—+% +0
lim n+ 1=+ donc on obtient une forme indéterminée « — »

Pour lever une indéterminée,
on peut factoriser ou développer.

Pour lever une indéterminée
dans un quotient, on factorise
le numérateur et le dénominateur

o 25 4 7 e par le terme de plus haut degré.
n°x NX4  ®i44ececcccccccsccscsscccccccssccscsns
Pourtoutn €N, v, e ﬂdonc VSt
nx|1+— 1+—
n
lim n=+,donc lim nx4=+% et lim —=0,donc lim 1+—=1donc lim v =+ (par quotient)
n—+% n—+% n—+% N n—+% n n—+%

Figure 3.5: Méthode pour lever une forme indéterminée

Propriété

Soit (uy) la suite définie par u, = ¢* Vn €N

e Si—1<g<1lalors lim ¢, =0

n—+00

e Sig>1alors lm ¢, =400

n—+00

e Sig=1alors lim v, =1

e Si g < —1 alors u, diverge

, PR, Osi —1 1
En résumé, lim unz{ <4<

ntee +oosig>1
Exemple
o Jlim 350 x0,95" =0, car —1<0,95< 1 etdonc lim_ 0,95" =0
o Jlim —3x ()" =—o0, car 8 > 1 et donc lim 1" = 400

14
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3.4 Théoremes
Définition
Soit (uy) une suite :

e On dit qu’une suite est majorée s’il existe un réel M tel que pour tout
entier n, on a u, < M

e On dit qu’une suite est minorée s’il existe un réel M tel que pour tout
entier n, on a u, > M

e On dit qu'une suite est bornée si elle est majorée et minorée

Théoreme de convergence monotone

Soit (uy,) une suite,

e Si (uy) est croissante et majorée, alors la suite converge

e Si (up) est décroissante et minorée, alors la suite converge

Utiliser le théoréme de convergence des suites monotones
Enoncé
Soit (u,) la suite définie pour toutn € N, paru, = nT_l
n

1. Montrer que (u,) est majorée par 1. 2. Montrer que (u,) est croissante. 3. En déduire que (u,) converge.

B Solution | Conseils & Méthodes [NSNN

n-1 . n-1-(n+4) -5

1= (u,) majorée par 1 signifie que

1.Pourtoutn € N,u, -1=

n+4 n+4 n+4 pourtoutn € N,u, < 1.
Doncu, - 1<0Doncu, < 1.Donc (u,) est majorée par 1. ¢ Onmontrequeu,-1=<0.
2. Pour tout n € N, ﬂ Pour étudier les variations, on peut
n  n-1 n(n+4)-(n-1)(n+5) : étudier le signedewu, . -u,
”""—”"=m_m= (n+4)(n+5) ¢ esiu,,-u,=0ouu,  =u,
L o P 5 alors la suite est croissante.
B (n+4)(n+5) =(n+4)(n+5)' osi u,M—L.ln$Oou Upy S U,
. . alors la suite est décroissante.
Doncu, , —u, > 0.Donc (u,) est strictement croissante.

X X i L n ﬂ Toute suite croissante majorée
3. La suite (u,) est strictement croissante et majorée par 1. Donc (u, ) converge. ﬂ : M converge.

Figure 3.6: Théoreme de convergence monotone

15



Théoreme de comparaison

Soient (uy,) et (v,) deux suites,
On suppose qu’a partir d’un certain rang, u, < v,

e Si lim ¢, =400, alors lim ¢, = +o0

n—+00 n—+00
e Si lim 4, =—o0,alors lm ¢, = —c0
n—+oo T ’ n—+oo N

Utiliser le théoréme de comparaison

Enoncé
1.Soit (u,) la suite définie sur N par u, = n +2 X sin(n).
a) Montrer que pour toutn € N,u, =n-2
b) En déduire la limite de la suite (u,).
2. Soit v, la suite définie par v, = -n* - n + (- 1)".

la limite de la suite (u,) en utilisant les
propriétés des opérations car la suite
b) lim n-2=+c, a :  (sin(n)) n‘a pas de limite.

[l .

Doncn-2<n+2xsin(n)<n+2.Pourtoutn € N,u =n-2

Déterminer la limite de la suite (v,). : Pour tout réel x, -1 < sin(x) < 1 4
N solution f et St :
1.a)Pourtoutn € N, -1 <ssin(n) <1 Y Donc-2 < 2 Xsin(n) < 2. . ﬂOn ne peut pas déterminer directement -

D’aprés le théoréme de comparaison, lim u, =+o0.
Figure 3.7: Théoreme de comparaison

Théoreme des gendarmes

Soient (uy), (vy) et (wy) trois suites et  un nombre réel
On suppose que u, < v, < wy, a partir d'un certain rang
Si lim g, = wy, = [ alors la suite (v,) converge et lm ¢, =1

n—+00 n—+00 n—+00

Utiliser le théoréme des gendarmes

Enoncé
o a e . -1)"
Soit (u,) la suite définie sur N" paru, =3+ u - =
W Conseils & Méthodes S
Déterminer la limite de la suite (u,). s | ) k'
On ne peut pas déterminer g
m directement la limite de la suite
. : (u,) en utilisant les propriétés
Pourtoutn € N',-1<(-1y <1 ﬂ :  des opérations car la suite (- 1)")
G| 1 1 o 1 . n‘a pas de limite. :
Donc =< = o Donc3 - o Su, <3+ o Or ,,I_'Tx; 0 ﬂ On essaye donc d’abord d’encadrer :
1 1 la suite (u,). H
Donc lim 3-—= lim 3+—=3 .
EEEE ) e [ ROn détermine ensuite la limite
des deux suites de |'encadremen

D'aprés le théoreme des gendarmes, lim u =3.
fae

Figure 3.8: Théoreme des gendarmes
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Part 11

Combinatoire et
dénombrement
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Chapter 1

Notion d’ensemble

Définition

Un ensemble E est une collection d’objets distincts = qu’on appelle éléments.
On dit alors que x appartient a E et on note z € F.

Un ensemble F est dit fini lorsqu’il possede un nombre fini d’éléments. Dans
ce cas, le nombre d’éléments de E est appelé le cardinal de E et est noté
card(E).

Exemple

e = {A; B;C} est un ensemble fini a 3 éléments (donc card(E) = 3)
et on a par exemple a € Eet d ¢ E

e L’ensemble N = {1;2;3;4;...} n’est pas fini.

Remarque

e [’ensemble qui ne contient aucun élément s’appelle 'ensemble vide et
se note ()

e L’ordre n’intervient pas : {a;b} = {b;a} et il n’y a pas de répétition
d’un élément {a;a} = {a}

e Deux ensembles A et B dont l'intersection est vide sont dits disjoints
et on écrit ANB =)

18



Définition
On dit qu'un ensemble A est inclus dans un ensemble B si tout élément de

A appartient & B.
On note A C B

Remarque

Attention & ne pas confondre € et C.

Un élément appartient (€) & un ensemble mais un ensemble peut étre inclus
(C) dans un autre ensemble

Par exemple, —1 € Zet NC Z

Propriété

Si B, Eo, E3, ..., E, sont p ensembles finis deux a deux disjoints alors
card(Ey UEyU---UEy) = card(Ey) + card(Ey) + - - - + card(Eq)
Exemple

Soient les ensembles A = {a;b;c;d} et B = {x;y;2}, ona ANB = () et
AU B ={a;b;¢;d; z;y; 2} done card(AU B) =7 = card(A) + card(B)
Définition

On appelle couple, triplet, k-uplet (ou k-liste) une collection ordonnée re-
spectivement de deux objets, trois objets ou k objets

Exemple

(1;—2) est un couple, (i;7;k) est un triplet, (a;f;7;0;€) est un 5-uplet.
Attention, I'ordre compte cette fois car on a (1; —2) # (—2;1)

19



Définition
Soient E, F' et G trois ensembles

e Le produit cartésien de E par F' est I’ensemble des couples (a;b) ou
a € FEetbe F. Ilest noté £ x F

e Le produit cartésien F x F' x G est ’ensemble des triplets (a;b;c) ou
ac€E,be Fetcedgd.

e Le produit cartésien Fy X Ey X --- X Ej, est I’ensemble des k-uplets
(al;ag;...;ak) ou aj € El, as € EQ, RS E.

Notation : E x E est noté E2 et E X E X --- x E est noté EF
k fois

Exemple

Si E = {a;b;c} et F = {1;2} alors :
o ExF={(a;1);(a;2); (b;1); (b;2); (¢;1); (c;2)}

o E%={(a;a); (a;b); (a; c); (b a); (b; b); (b; 0); (e3@); (e 0); (e30)}

Propriété

Si Ey, Es, ..., E) sont k ensembles finis alors

card(Ey X Ey X -+ x Ey) = card(E1) X card(E2) X -+ X card(Ey)

Par conséquent, si F est un ensemble de cardinal n et si p € N* alors
card(EP) = nP

Exemple

En reprenant les ensembles F et F' de 'exemple précédent, on a bien
card(E x F) = card(E) x card(F) =3 x 2 =6 et card(E?) =32 =9

20



Chapter 2

Dénombrement

2.1 Exemples importants

2.1.1 QCM

Un QCM comporte 15 questions avec 4 choix de réponses : a;b; ¢; d dont un
seul est exact
Combien y a-t-il de fagons de répondre ?
R : réponses possibles ( [, [ O ... ,[0) «— 15-uplet
—
4 choix 4 choix
Donc il y aurait 4 x 4 x --- x 4 = 4 = 1/073/741'824 facons de répondre &
ce qem

2.1.2 Podium

On a 8 coureurs participant a la finale d’'un 100m. On décerne 3 médailles
(or; argent; bronze). Combien y a-t-il de podiums possibles ?

or argent  bronze

, . P N N N

R : réponses possibles ( 1 , [ . [ )<— 3-uplet
~ N~ N~
8 choix 7 choix 6 choix

Donc il y a 8 x 7 x 6 = 336 possibilités

2.1.3 Loto

On tire 3 boules parmi 20 boules numérotées de 1 a 20. Combien de y a-t-il
de tirages possibles ?
R : réponses possibles ( [, [0 | [ )<«— 3-uplet
SR

20 choix 19 choix 18 choix

21



Mais le tirage (1;2;3) est le méme que (1;3;2) ou (2;1;3) etec...
20 x 19 x 18
Donc il y aurait — 6 - 1140 tirages possibles

2.2 Dénombrer des k-uplets

Soit k,n € N tels que k < n. On appelle le résultat suivant

Théoréme

Le nombre de k-uplets d’un ensemble a n éléments est

Exemples
e Le QCM précédent
e Un cadenas a 4 chiffres — 10* = 10000 possibilités
e Le nombre de résultats possibles lorsqu’on lance 3 fois un dé a 6 faces
— 6% =216
Définition
On appelle factorielle et on note n! le produit de tous les nombre entiers
entre 1 et n
Remarque
e Par convention : 0! =1

e VneN,(n+ 1) =nlx(n+1)

Exemple

A =4x3x2x1=24
Sl=5x4x3x2x1=120
80! ~ 7,5 x 1018

Théoréme/Définition

Le nombre de k-uplets d’éléments distincts est appelé arrangement et pour
un ensemble a n éléments, se calcule avec
n!
———=nxXxnh—-1)xn—-2)x--xn—k+2)x(n—k+1
=X (= DX (=2 (k£ 2)x (= k1)

22



Exemple

e Podium en notant E 'ensemble des coureurs, les classements pos-
sibles sont les 3-uplets d’éléments distincts de E, donc c’est un 3-

8!
arrangement et il y en a m =8x7x6=336

e On considere 'ensemble A = {M;O; N;T; R; E'}

Le nombre de 4-arrangements (mots de 4 lettres distinctes de A) est

6! 6!
G-z 2 200

donné par la formule

Cas particuliers

Si k = n, un n-uplet d’éléments distincts de E est appelé une permutation
(un n-arrangement). Le nombre de permutations est de n!

Exemple

Le nombre d’anagrammes du mot ”"Montre” correspond au nombre de per-
mutations de ’ensemble S = {M;O; N;T; R; E} et il vaut 6! = 720

2.3 Combinaison
Définition
Soit F un ensemble & n éléments et k < n un entier naturel

Une combinaison de k éléments de E est un sous-ensemble de E possédant
k éléments

Exemple

Soit E = {a;b;c;d}
Les combinaisons de 2 éléments de E sont :

{{a; b};{a; c}; {a; d}; {b; c}; {b; d}; {c; d} }

Théoréme

Le nombre de combinaisons a k éléments de E se note (Z), se lit "k parmi

n” et est donné par la formule

<n>_ n! nn—1)x - x (n—k+2)(n—k+1)

k) (n—k)k k(k—1) % - x2x1

23



Exemples

e Dans I'exemple précédent, on a le nombre de combinaisons de
4! 4!

2 éléments parmi 4 qui vaut : (3) = m T ol 6

e Loto : Le nombre de tirages de 3 boules parmi 20 correspond a
20! 20!
= 1140

(3) = =
3 (20 —3)131 173!

e Le nombre de délégations de 4 personnes parmi 15 est de

15! 15!

15

— = = 1365
() (15 —4)14! 114!

Propriétés

. (g‘) =1 car le seul sous-ensemble de E qui contient 0 élément est ()
De méme, (Z) = 1 car il existe un seul sous-ensemble de E qui contient
tous ses éléments

° (’1‘) = n car il existe n sous-ensembles de E contenant 1 seul élément
De méme, (nﬁl) = n car il existe n sous-ensembles de F ou il manque
1 élément
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Part 111

Succession d’épreuves
indépendantes et loi
binomiale
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Chapter 1
Généralité (lere)

1.1 Variable aléatoire

Voir image sur la page dessous

1.2 Succession d’épreuves quelconques

En résumé :

e On peut représenter une succession d’épreuves
quelconques a 'aide d’un arbre pondéré

e Dans I'arbre ci-contre, le chemin A
suivi du chemin B représente 'intersection des P
évenements Aet B: ANB

o>
N
5%/ \5
| W

e Les probabilités portées sur les branches du
second niveau sont des probabilités
conditionnelles

'\

|
C
S

P(ANB)

On rappelle la formule P4(B) = PA)

Propriété (formule de probabilité totale)

Soient E et F deux événements d’un univers Q. Si P(E) # 0 et P(E) # 0,
alors

P(F)=P(ENF)+ P(ENF)=P(E) x Pg(F)+ P(E) x Pg(F)
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Rappel sur les variables aléatoires

Définition
Une variable aléatoire réelle X sur Q est une fonction qui a chaque issue de Q associe un nombre réel.

D Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un univers Q. Définir laloi ~ Exemple. On lance un dé équilibré a six faces numéro-

de probabilité de X, c'est associer a chaque valeur de X sa probabilité. tées de 1a 6. On gagne 6 € si on tombe sur 6, on perd
On résume ceci dans un tableau. 1€ sinon. On note X la variable aléatoire donnant le
gain algébrique.
Valeurs x; de X X, X, X, Alors, la loi de probabilité de X est :
Probabilité P(X = x;) 2 P, P, . -1 [ 6 =

On doitavoir p, +p,+...+p, =1

o=

D Lespérance d'une variable aléatoire X, notée E(X), est la valeur moyenne  Exemple. En reprenant la variable aléatoire de lexemple

théorique des valeurs prises par X lorsqu’on répéte un grand nombre de fois précédent, alors E(X) = —1 x %+ 6% % - %

n
Uexpérience aléatoire associée : E(X) = ,,21 2 Sur un trés grand nombre de parties jouées, le gain

Pour tous réels a et b, on a E(aX +b) = aE(X) + b. moyen théorique s'éléve a 0,17 € environ.
Exercice sur les variables aléatoires
Une wrne contient deux boules vertes et trois boules noires, indiscernables au toucher.

On tire au hasard trois boules avec remise.

1. Représenter cette expérience aléatoire par un arbre pondéré. On notera N 'évenement
"tirer une boule noire” et V' I’événement “tirer une boule verte”.

2. On note X la variable aléatoire comptant le nombre de boules noires tirées.
(a) Quelles sont les valeurs prises par X 7
(b) Donner, dans un tableau, la loi de probabilité de X.

(¢c) Calculer E(X) et interpréter ce résultat

Figure 1.1: Rappel

1.3 Succession d’épreuves indépendantes
Définition
Soient A et B deux événements d’un univers {2,
On dit que A et B sont indépendants lorsque la réalisation de A n’influe pas
sur la réalisation de B et inversement
Cela se traduit pas P4(B) = P(B) ou P(AN B) = P(A) x P(B)

On peut représenter une succession de n épreuves par un arbre pondéré
a n niveaux. On considere n épreuves indépendantes ayant pour univers
respectifs 21,9, Q3,...,Q,
La succession de ces n épreuves indépendantes constitue une épreuve sont
les issues sont les éléments du produit cartésien 21 x 9 X -+ X Q,
Dans ce cas, la probabilité d’une issue (1,2, ...,z,) est égale au produit
des probabilités des issues des composantes x1,x2, ..., T,
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Exemple

Un menu propose deux entrées e; et es, trois plats pi, p2, et p3 et un dessert
d. Un client prend de fagon équiprobable une entrée, un plat et un dessert.
L’ensemble des issues de cette expérience est 2 = Q7 x Q9 x Q3 ou
M = {e1;e2}, Q2 = {p1;p2;p3}, Q3 = {d}.

Ainsi, Q = {(e1;p1;d); (e1; p2; d); (e1; p3; d); (e2; p1; d); (e2; p2; d); (e2; p3; d) }

On a bien par exemple P(e;p1;d) = 6= P(e1) x P(p1) x P(d) = 3 X 3 x 1
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Chapter 2

Schéma de Bernoulli

Définition
On appelle épreuve de Bernoulli de parametre p, toute expérience aléatoire
possédant deux issues:

e L’une est appellée succes, notée ”S” dont la probabilité est P

e L’autre est appellée échec, notée ”E” ou ”S” dont la probabilité est
1-P

Exemples
e Un lancer de dé équilibré a 6 faces dans lequel on s’intéresse a
I'apparition de S : ”Obtenir un 6”7, qui est une épreuve de Bernoulli

1
de parametre P = g et la probabilité de E : ”Ne pas obtenir de 6”7 est
1 5

1--=2
6 6

e Une urne contient 3 boules bleues et 1 boule rouge. On tire au hasard
et on considere le succes S : ”Obtenir une boule rouge” qui est une

épreuve de Bernoulli de parametre P = 1
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Propriété

Dans une épreuve de Bernoulli de parametre P, la variable aléatoire X qui
associe la valeur 1 aux succes et 0 a I’échec est une variable de Bernoulli de
parametre P. Elle suit la loi de Bernoulli de parametre :

Définition

On appelle schéma de Bernoulli, la répétition de n épreuves de Bernoulli
identiques et indépendantes

Exemple

3 tirages avec remise de I'urne de I'exemple précédent (3 boules bleues et 1
boule rouge) en prenant comme succes S : ”tirer une boule rouge” constituent

une épreuve de Bernoulli avec n = 3 et de parametre P = 1
ARBRE DE PROBA A VENIR
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Chapter 3

Loi binomiale

Définition

On considere un schéma de Bernoulli constitué de n épreuves ou la proba-
bilité de succes est p

X est la variable aléatoire qui donnc le nombre de succes lors de n épreuves
La loi de probabilité de la variable aléatoire X est appellée loi binomiale de
parametres n et p. On la note B(n;p)

Remarque

La variable aléatoire X prend toutes les valeurs entieres entre 0 et n

31



Exemple

Enoncé

Gloria a remarqué que quand un client entre dans sa libraire, la probabilité qu'il achéte un livre est 0,67. On admet

que les achats des clients sont indépendants les uns des autres.

Quatre clients entrent dans la librairie. On s'intéresse au fait qu'ils achétent un livre ou non.

1. Justifier que I'on peut associer la situation de I'énoncé a un schéma de Bernoulli dont on préciseran,
le nombre de répétitions, et p, la probabilité d’un succes.
2. Représenter ce schéma de Bernoulli par un arbre.
3. Calculer la probabilité que deux des quatre clients achétent un livre.

ll solution

1. En considérant que I'achat d'un livre par le client est un succes,

on réalise

n = 4 fois, de maniére indépendante, la méme expérience de Bernoulli
pour laquelle la probabilité d'un succes (S) est p = 0,67 donc cette situation

correspond bien a un schéma de Bernoulli avecn =4 et p = 0,67.

z.ﬂ

067 _ s
0,67 S ﬁ z
S ]
067 _ s
0,67, 0,33 2
: E
067 _ s
s
067 033 067 % g
; ]
067 _g*
033
: E
067 _ s
067_— 3 ﬁ p*
S ]
067 _g»
0,33 0,67, 033 s
: E
067 s
033 0,67 S ﬁ E
; ]
067 _ s
033 ¢ <

033 E

3. [p(X=2)= 6 (0,677 x0,332) = 0,29 (voir *).
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OO  Conseils & Méthodes [

On associe le succes a I'événement
qui nous intéresse (ici, « le client
achéte ») de sorte que l'on ait affaire
a une expérience a deux issues,
succés S et échec E (ou S).

ﬂ Pour justifier qu'une succession
d'expériences est un schéma
de Bernoulli, il y a trois arguments
a donner : 1. I'expérience réalisée
est la méme, 2. c'est une expérience
de Bernoulli, 3. toutes les réalisations
sont indépendantes.

Dans l'arbre, les sous-arbres
partant d'un méme nceud sont
identiques et correspondent
a l'arbre représentant |'épreuve
de Bernoulli (avec les pondérations
0,67 et 0,33 ici).
[ Identifier les chemins associés
au nombre de succes souhaité
et appliquer les méthodes de calculs.

Chacun des six chemins
correspondant a 2 succes

(et donc 2 échecs) porte

2 pondérations 0,67

et 2 pondérations 0,33,

ce qui correspond a une probabilité
0,677 x 0,332 pour chaque chemin.

®esesesesssesesesesesesesescscscscsccese”

0000000000 00000000000000000000000000000000000000sscscssssssesesescsscsssoscsnscss



Justification qu’une variable aléatoire X suit une loi binomiale

L’expérience "o, 7 a deux issues possibles :

® Succes 1 7, obtenu avee une probabilité p = ...

e Echee : 7 7, obtenue avee une probabilité 1 —p = ...
Cette expérience est répétée ... fois de manicre identique et indépendante

X est la variable aléatoire égale au nombre de succes.
X suit done une loi binomiale de parametres n = ... ctp= ...

Figure 3.1: Justification de 'utilisation de la loi binomiale

Propriété

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi binomiale B(n;p)
Pour tout entier naturel k& tel que 0 < k < n, on a :

P(X = k)= (Q)p*(1—p)*

avec (Z) le nombre de parties a k éléments dans un ensemble a n éléments

Remarque : Si X ~ B(n,p) alors la calculatrice donne (TI-83)

. (Z) — nCr en tapant puis PROB
e P(X = k) — binomFdp(n;p; k) en tapant
e P(X < k) — binomFrep(n;p; k) en tapant

Remarque : Si X ~ B(n,p) alors :
e L’espérance de X est E(X) =np
e La variance de X est V(X) =np(1 — p)

e L’écart-type de X est o(X) = /np(1 —p)
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Part IV

Limites de fonctions
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Chapter 1

Calcul de limite

1.1 Limite d’une fonction

1.1.1 Limite en l’infini
Définition
La fonction f a pour limite [ en +o0 si tout intervalle ouvert contenant [ € R

contient toutes les valeurs de f(x) pour x assez grands.
On note lim f(x) = qui signligie f(z) tend vers [ lorsque x tend vers +oo

T—+00

1 1
Exemple Soit f la fonction définie sur |0 ; +oo par f(x) = — +1.Ona lim (— + 1) =1
X xX—+00 \ X
En effet, I'inverse de x se rapproche de 0 a mesure que x augmente.
Soit un intervalle ouvert I tel que 1 € I. Alors, f(x) sera toujours dans I pour x assez grand.
Graphiquement, aussi étroite que soit une bande parallele a la droite d’équation y = 1 et qui la
contient, il existe toujours une valeur de x au dela de laquelle € ne sort plus de cette bande.

1

123 45 6 7 8 9 10111213 14 15 16 17 18 19 20
Figure 1.1: La fonction converge en +oo
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Définition

La fonction f a pour limite +00 en 400 si tout intervalle [a; 00| contient
toutes les valeurs de f(z) pour x assez grand
On note 1m f(z) = 400

T—>+00

Exemple Soit f la fonction racine carrée. On a hT Vx = +oo.
X—+00

En effet, v/x devient aussi grand que 1'on veut & mesure que x augmente.
Soit un intervalle ouvert I =]a; +oo[. Alors, f(x) sera toujours dans I pour x assez grand.
Graphiquement, si on considére le demi-plan supérieur de frontiére une droite d’équation

y = a, il existe toujours une valeur de a au-dela de laquelle ; ne sort plus de ce demi-plan.

123 456 7 8 910111213 14151617 18 19 20

REMARQUE :

m On définit de fagon analogue : xljrllmf(x) = —0o, xlj@wf(x) = tooet Xg@mf(x) = —oc0.

m Il existe des fonctions qui n’admettent pas de limite en I'infini. Par exemple, les fonctions
sinus et cosinus n’admettent de limite ni en +o00, ni en —oo.

m Une fonction qui tend vers 4o lorsque x tend vers +-oo n’est pas forcément croissante.

%
Yy =|cosdx |+ —

y = sin4dx

N VELAV D VAR VARV NN

= N W e O

Figure 1.2: La fonction ne converge pas en 400
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1.1.2 Limite en z,
Définition
La fonction f a pour limite +00 en xg si tout intervalle [a;+oo[ contient

toutes les valeurs de f(z) pour des x assez proches de xg
On note lm f(z) = +o0

Tr—xT0

1 1
Exemple Soit f la fonction définie sur |1 ; +oo[ par f(x) = T Ona lim1 1= ~+oco0.
- xX—1 X —

En effet, si x tend 1, alors x — 1 tend vers 0 et son inverse tend vers -+oco.
Soit un intervalle ouvert I =]1; 1+ ¢[. Alors, f(x) sera toujours dans I pour x assez proche de

Xo. Graphiquement, €y peut étre aussi proche que l'on veut de la droite d’équation x = 1.

20
15 {

10 {

x+1

Figure 1.3: La fonction tend vers 400 en g = 1

Propriété
o Jim f(z)=lm f(zo+h)
o lim f(yp) =]« lm [f(z)—]]=0

T—T0 T—rT0o

o lim f(z)= lim f(—g)

T——00 T—+00

Théoréme

Les polynomes et les fractions de polynémes admettent une limite en toute
valeur xg de leur ensemble de définition.
Plus généralement, si z9 € Dy et f admet une limite finie en z¢ alors

A f (@) = f(xo)
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Exemple

Soit f(x) = %

alors im f(z) = f(1) = %

3 . lim 1 9
Question : Que vaut 1 - 7

Définition
On peut étudier la limite d’une foncccation en un réel a :

e Par les valeurs inférieures a ce réel (on parle de limite a gauche de a)

e Par les valeurs supérieures a ce réel (on parle de limite a droite de a)

Notation

On note lm ou lm  Ia limite & gauche de a

r—a
r<a
On note lim ou lm 1a limite & droite de a
r—a r—a
T >a
Exemple
lim 1 — _
z—0" T o0
lim 1 —
z—0t T +00

Limites des fonctions usuelles

. 1 1 .1 1
Fonction inverse | ® lim —=0 e lim —=0 o lim —=- o lim—=+
Xt® g X=% 4 X<0 4 x>0 4
x—0 x—0
Fonction ® Pour tout entier naturel n: ® Sin est pair: ® Sinestimpair:
puissance lim x" =+ lim x" =+ lim x"=-c
X—+® X—-® X——%
F i . . . . .
s o.n e |lim e¥=+x e |im e¥=0 e lim e*=0 e |im e ¥ =+
exponentielle x>+ x—-c X+ x—-0
Fonction racine 1 1
A " o lim =+ olim Jx=0 o lim ——=0 o lim ——=+c
carrée et racine i 0 xbe [y %0 \[x
carrée inverse x>0 x>0
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METHODE Déterminer une limite de fonction

On applique les propriétés d’opérations sur les limites.
. . . . P 3 z €9 0
Si la limite est indéterminée, « 400 + (—00) », « 0 X 00 », « — » Ou « g 7 on essaye de:
(0]
o factoriser par le terme prépondérant;
o multiplier par la quantité conjuguée” si des racines carrées interviennent;

S eIl Calceuler les limites suivantes :

, _ 2 —3x+1
D lim (FET-VE) ) i S

; o o - . o 0
Lol Ces limites sont indéterminées (respectivement formes « 00 — 00 », « — » et « i »).
(o]

1) On multiplie le numérateur et le dénominateur par la quantité conjuguée de vx +1 — v/x:

1 e (AT VR) (VR T+ V) 1

Vitl+yx T Vatl+
Or, par composition: lim (x+1) = tcoet lim /x = +codonc lim Vx+1= +co.
x——+0o X—>+00 X—>+00

1
E ¢ lim (Vx+1+/x) = +o0. Dong, par i P lim e =
t, par somme . JTw ( x+1+ ﬁ) +00. Dong, par inverse . 41)]1100 P 0

.. . 22 3¢ +1 2-243%
2) Divisons le numérateur et le dénominateur par x2. Alors, 2 1+ = : ad 7 Fay

¥2

X—+00

Or, par somme : lim (2— E + lz) =2et lim (1 - %) =1
X X X—+00 X

2-34 1
Donc, par quotient : lim —>—% =2
X—+400

1
1-=

Exemples

o dm (224 3)VE= o
car lim —24+1=_2¢et lim \/z=+00

T—+00 T—+00

1. eﬂ) _
oo 7257 = 0

car Jlim ¥ =Qet lim 7244 =400

——00

Pour lever une indéterminée, on utilise une méthode similaire a celle des
suites
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Soit fet g deux fonctions, on note o. une valeur réelle a ou a* ou a ou - ou +.

Limite d'un quotient

Limites d'une somme et d’un produit

Figure 1.4: Opérations sur les limites de fonctions

1.2 Théoréemes

lim f(x) |lim g(x)| lim f(x)+g(x) lim f(x) x g(x) lim f(x) lim g(x) lim [k
X0 x50 X0 X0 X X0 x-ag(x)
, , , , ¢
4 ¢ +¢ {x e 4 #0 r
+o0 ¢ +00 0
=0 o0 +o0 Regle
des signes 4 0 +00
0 +o0 +o0 indéterminée E=
+o0 %0 Regle
+o0 +o0 +o0 + des signes
- - - + 0 0 indéterminée
+o0 -00 indéterminée -0 +o0 +00 indéterminée

a désigne soit un nombre réel, soit +o0o, soit —oo

1.2.1 Conservation d’une inégalité par passage a la limite

Théoréme

f(z) < g(x) au voisinnage de a

lim (z)

T—a

Alors I < I/

1.2.2 Théoreme des gendarmes

Théoréme

u(x) < f(z) < v(z) au voisinnage de a
l

=1, limg(z) =1

Y x—a

mu(z) =1 v(z)
Alors m f(x) =1
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1.2.3 Théoréme de comparaison
Théoréeme
Si {f(a:) > u(x) au voisinnage de a

i

liIl’l u(m) — +oo

Tr—ra

Alors Im f(x) = 400

T—a

.. ) f(z) < u(x) au voisinnage de a
Et aussi, si < °.
lim 4 (1) = —o00

Tr—ra

Alors m f(z) = —c0

1.2.4 Théoréeme des croissances comparées

Théoréme
On a:

lim €% — lim T
r—+oo +OO et T——00 rew = 0

En fait, Vn € N, on a :
lim € — |5 et lim zne? — ()

r—+o0 gh r——00

En fait, ’exponentielle 'emporte sur n’importe quelle puissance de x

1.3 Asymptotes a une fonction

Rappel

Dans un repere orthonormé, les coordonnées d’un point A(x4;ya) sont
définis a ’aide de son abscisse et son ordonnée
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La droite d’équation y = a signifie la droite dont tous les points sont
d’ordonnée a, c’est donc la droite horizontale passant par (0,a). De méme,
la droite d’équation x = a est la droite verticale passant par (a,0).

Exemple :
+ [ o L
|
A
oh ] il
A A
-
4
Définition

Soit f une fonction dont la courbe représentative est C'y. Une droite d est
dite asymptote a C'y lorsque C'; se rapproche infiniment de d

Exemple

On prend la fonction inverse f(z) = 1 définie sur R*

La coure se rapproche de plus en plus de l'axe des abscisses en +oo (et
en —oo). L’axe des abscisses (qui est la droite d’équation y = 0) est donc
asymptote a la fonction inverse en +oo

1.3.1 Asymptote horizontale

Si lm f(x) =1 avec | € R alors la droite d’équation y = [ est asymptote

r—+o0
horizontale a la courbe Cy
En effet, dans I'exemple précédent, on a  lim ~ =0, donc la droite

d’équation y = 0 est bien asymptote horizontale & la fonction inverse en +o0o

l:

1.3.2 Asymptote verticale

Si lim f(x) = +o0 avec g € R alors la droite d’équation z = z est asymp-

T—rTQ

tote verticale a la courbe C'y
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’ Acd lim 1 — lim 1 — _
En effet, dans I'exemple précédent, on a m - = t+ooet lm - oo, donc

la droite d’équation x = 0 est bien asymptote verticale a la fonction inverse
en +o0o
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Part V

Continuité
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Chapter 1
Généralité

Q Soit f une fonction définie sur [a;b] telle que f(a) =0et f(b) =1
Est ce qu'il existe zg € [a;b] tel que f(zg) =0.57

R Non, par exemple :

D.g"""""""""' [

J

e b

Figure 1.1: Exemple 1

Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant a. On dit
que f est continue en a si m f(z) = f(a)

La fonction est continue en I si f est continue en tout point de I
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Remarque

Graphiquement, cela signifie que la courbe de f peut se tracer ”sans lever
le crayon”

Propriétés

e Les fonctions de références (affine, polynomiale, racine carrée, expo-
nentielle, ... ) sont continues sur leur ensemble de définition

e La somme et le produit de fonctions continues sont continus

e Toute fonction dérivable sur un intervalle I est continue sur celui-ci

Remarque

la fonction inverse f(z) = 1 est continue sur | — oo;0[ et ]0; +o0|
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Chapter 2

Théoreme des Valeurs
Intermédiaires (TVI)

Q Soit f une fonction continue sur [a;b] telle que f(a) =0et f(b) =1
L’équation admet-elle une unique solution 7

R Non, par exemple :

Figure 2.1: Exemple 2
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Théoréeme

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.

Soient a et b deux réels de I.

Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un réel ¢ tel
que f(c) =k

Autrement dit Va,b € R, il y a au moins une solution a f(z) = k avec
fla)<k< f(b)eta<z<h

Exemple : On pose f(z) = 23+ 42? + 42 + 1

Montrons que l’équation f(x) = —1 admet au moins une solution dans
[-3;0]

On a f continue sur [—3;0] et —1 est compris entre f(—3) = —2 et f(0) =
donc d’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires 1'équation f(z) = —
admet au moins une solution dans [—3; 0]

1
1

Corollaire du TVI

Si f est continue et strictement monotone sur [a;b] alors pour tout réel
k compris entre f(a) et f(b), 'équation f(x) = k admet une unique solution
¢ dans [a; b]

Exemples

1. Soit f une fonction définie sur R dont le tableau de variations est
donné ci-dessous

x —00 -3 V2 +o0
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Par convention, les fleches obliques dans un tableau de variations
traduisent la continuité et la stricte monotonie

Sur | — c0; —3], on a :

e f est continue
e f est strictement décroissante

e 0 est compris entre +00 et —5

D’apres le corollaire du TVI, I’équation f(x) = 0 admet une unique
solution a

Sur | — 3;4/2], on a :

e f est continue
e f est strictement croissante

e ( est compris entre —5 et 4

D’apres le corollaire du TVI, I’équation f(x) = 0 admet une unique
solution as

Sur ]v/2; +00], équation f(z) = 0 n’admet pas de solution car
f(z) >1

Conclusion : I’équation f(z) = 0 admet 2 solutions | et «y dans R

. On pose g(x) = 2% + x — 3 sur [-10; 10]

Montrons que "équation g(z) = 0 admet une unique solution « et
donnons un encadrement de o d’amplitude 1073

Sur [—-10;10], on a :

e g est continue
e g est strictement monotone car ¢'(x) = 322 +1 >0
e 0 est compris entre g(—10) = —1013 et g(10) = 1007

D’apres le corollaire du TVI, ’équation g(z) = 0 admet une unique
solution «

Encadrement de « :

Ona f(1)=—1et f(2) =7 donc on a o € [1;2]
On applique la méthode dite de balayage (réduire le pas pour s’approcher)
On a alors 1,213 < o < 1,213
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Part VI

Fonction logarithme népérien
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Chapter 1

Rappel sur la fonction
exponentielle

La fonction exponentielle, notée exp, est 'unique fonction f(x) = e* définie
et dérivable en R égale & sa dérivée et qui vérifie e® = 1

Propriété fondamentale

Vz,y € R, on a ‘ exp(x +y) = exp(x) X exp(y) ‘

_ _ xT
On a alors €Y = ¢e® x e¥; e7% = e%, e’V =G et (") = e

Exemple

(65x+1)2 % 67 610x—&—9

— 66ac+9

e4x 64x

Propriété

Ve,y € R, on a: e* =e¥ <= x =y (respectivement >, <, >, <)

Exemples

° 671’-‘,-5 =1 < e7x+5 :e()
<~ Tr+5=0

=2

o1



° 62$73_€$+1 <0 s 62273 <e$+1
< 2r—3<x+1
<— <4
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Chapter 2

La fonction In

Définition

On appelle fonction logarithme népérien, notée In, I'unique fonction définie
et dérivable sur |0; +oo[ telle que

Fla) = et f(1) =0

Conséquence

e In(x) a un sens lorsque = > 0
e La dérivée de In(z) est 1

e In(l)=0

Remarque

En physique, la fonction In se note log,

Propriété : lien avec I’exponentielle

On a pour tout réel a >0 et b :

‘lna:b@a:eb‘
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J50de

2 Résoudre une équation/inéquation avec In ou ex

eeecccccccsccssscsssssssssnns

Enoncé
Résoudre les équations et inéquations suivantes.
a)In(x)=5 b)e*=3 ln(1-x)=<-1

a) Pour tout x € R} ﬂ, In(x) =5 & x=e%dou s ={e’}.
b) Pour tout x € R ﬂ e*=3 o x=In(3),d'ouS={In(3)}.
c)Pourtout 1-x> 0 xE]-=; 1[

h(1-x)<-1Te1-x<e'cesta-direx=1-e'douS=[1-e";+[N]-=;1[

soitS=[1-e";1[. ﬂ

d) Pour tout x € R, e2¥3 >4 & 2x -3>1In(4) ﬂcpx>

dous | 2073 o]

Consquence
e Vr e R,onaln(e’) ==

o V2 e RT™, ona e =g

d)e*3*>4

In(4)+3
2

o4

P

I Conseils & Méthodes |8

ﬂ Commencer par déterminer
les conditions d'existence,
a savoir I'ensemble (E)
des réels x tels que u(x) >0
dans l'expression In (u(x)).
ﬂSimpIiﬁer un logarithme
en appliquant la fonction
exponentielle.
ﬂSimpIiﬁer en appliquant
la fonction In.

eecececsccsssscsccccccccscnnan,



Chapter 3

Propriété algébrique

Propriété fondamentale

Pour tous réelsa >0et b >0

’ln(ab) = In(a) + In(b) ‘

Démonstration

Va>0,b>0,on a ™) = gh = @) x nb) = gln(a)+n(®)

Donc In(ab) = In(a) + In(b)

Propriétés

Pour tous réels a >0 et b >0, on a :
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Enoncé

Exprimer en fonction de In 2 chacun des nombres suivants.

a)In% b)In8+5I2  dinv32  d)In10-In20

1 ﬂ Utiliser les propriétés In il =-Ina ainsi que
a) In—=-In4=-In(22)=-2In2 ﬂ : a
4 Ina"=nlna.

3 - — .
D) slli2= 3l s Sl =Gl a Avec une somme/différence Ina + Inb on peut  :

c)ln(ﬁ):llnn=lln(25)=éln2 ﬂ penserautilise;lna+|nb=|n(a><b);
2 2 2 Ina—Inb=In[—J.
d)n10-1n20=In(2)2int =12 : °
)In10-1n20=In 20) nf'_" ﬂ . ﬂchercheréécrireInasouslaformeln(c"),
¢ "soitninc.
o » pd
Propriété

Soient a et b des réels strictement positifs,
on a In(a) = In(b) <= a = b (respectivement >, <, >, <)

Exemple

Résolvons In(2x + 1) < —1
In(2z+1) adusenssi2z+1> 0=z > 3
Et In(2z +1) < —1 <= In(2z + 1) < In(e™!)

—
I'Opl'le (63 2:1: + 1 < e—]_
—2r<e -1
—1
T < e 2—1
) -1
Conclusion : S =| — %; 5 1]

Remarque

On aln(z) < 0si x €]0;1]
In(z) =0siz=1

In(z) >0siz>1
b _ bln(a)

Onaa
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ode
E.R.é..s.?.‘!.‘!‘f?l une inéquation o l'inconnue est en exposant

Enoncé R
Résoudre l'inéquation G) <103 avecn €N.

i solution

La fonction In est strictement croissante sur ]0 ; +9[, donc I'inéquation
2)" 2)"
Z| <1073 est équivalente aln| [ = | |<In(1073
(5] est équivalente a n[(s) J n(10-3) "
In(1073)
Els
In[=
5

=7,5; par conséquent, n = 8. ﬂ

@nln[%) <In(1073) &n>

In(10-3)

()

Or

o7

sessssssnee conseilS&MéthOdes sessssssnee

Pour se « débarrasser » de l'inconnue
en exposant, il faut penser a appliquer
la fonction In dans chaque membre
de l'inéquation.

ﬂ Lorsqu'il sagit de diviser les membres
d’une inéquation par Ina, il faut étre vigilant
quant au signe de Ina.
Pour0<a<1,Ina<0:lesensdelinégalité
change. En revanche, sia>1,Ina>0etle
sens de I'inégalité reste alors le méme.

Ne pas oublier de conclure en tenant compte
du fait que n est un entier naturel.

e%00seccsecssscssscssscssessscsssessnns
®eeccscssecssecssecsecssccsscssscssnns



Chapter 4

Etude de la fonction In

On rappelle que la fonction In est définie sur |0; +oo[

4.1 Limite aux bornes

Théoreme
li — li —
Jm o n = —oco et M In = +00

4.2 Sens de variation

La fonction In est dérivable sur ]0; +oo| et on a In'(z) = 1

La dérivée est positive en |0; +oo] donc la fonction In est strictement crois-
sante sur cet intervalle

o _—

o8



Conséquence

Pour tout réel a >0 et b >0, on a:

e In(a) =In(b) <= a=1>

(a) =
In(a) > In(b) <= a > b de méme avec >, >, <
In(a) <0<=0<a<1

(a)

In(a

4.3 Equation In(x)=m

La fonction In est continue et strictement croissante sur R™
Pour tout réel m, I’équation In(x) = m admet une unique solution sur R*
qui est e

4.4 Autres limites de référence (théoréme des crois-
sances comparées)

Ona lim 1@ — g et lim g ln(z) =0

T—>+00 xT x—0

4.5 Courbe représentative
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Chapter 5

Fonction du type In(u)

5.1 Domaine de définition

L’ensemble de définition d’une fonction composée de type In(u) est 'intervalle
sur lequel u > 0

Exemple

e On pose f(z) =1In(3z +4)
On cherche x tel que 3z +4 > 0 <z > _74
Donc f est définie sur |5 +oo|

e g(z) = In(2?) est définie sur R* car 22 > 0 <= 1 # 0
Remarque : In(2?) = 21In(x) mais la fonction f(z) = 2In(x) est définie
sur RH*

5.2 Dérivée de In(u)

Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur I.
La fonction In(u) est dérivable en I et :

'LL/
u

(In(w))" =

60



Exemple

e f(x)=In(3x +4) alors f'(x) = ﬁ

o g(z) =1In(2?) alors ¢'(z) = 2% = 2
Et on remarque que (In(z?))" = (21n(z))’
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Part VII

Dérivation et convexité
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Chapter 1

Dérivation

1.1 Généralité

A
Y

/ O a a+h

Le coefficient directeur de la droite (AB) est =14 = f(a+h})z—f(a)
Ce quotient est le taux d’accroissement de f entre a et a + h
L’idée de la dérivée : Lorsque le point B se rapproche de A, la droite (AB)

se confond avec (T')
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Définition

Si la limite de M existe lorsque h tend vers 0, on dit que f est
dérivable en a et on note f’(a) sa limite

On a : f’(a) _ lim f(a+h2L—f(a)

" h—0

Propriété

Si f est dérivable en a, le nombre dérivé f'(a) est le coefficient directeur de
la tangente & Cy au point A de coordonnées (a; f(a)).
La tangente en ce point admet pour équation :

y=f(a)(@—a) + f(a)

1.2 Composition de fonctions

Définition

Soient u une fonction définie sur un intervalle I a valeurs dans J (c’est a
dire Vz € I; f(z) € J) et v une fonction définie sur J

On appelle la fonction composée de u par v, notée v ou (se lit v rond u), la
fonction définie sur I par vou = v(u(x))

Exemple

e Soient u la fonction définie sur R par u(z) = 2% + 1 et v la fonction
définie sur RT par v(x) = /z
Comme u(z) € R, alors v o u est définie sur R par

vou=uv(u(x)) =va? -1

e Soient u et v des fonctions définies sur R par u(z) = 3x+4 et v(z) =z
Alors v o u est définie sur R et on a
vou=uv(u(x)) =v(3z +4) = (3z + 4)?

2

Remarque

En général, u ov # v o u. En effet, dans le dernier exemple, on a
wov =u(v(z)) = u(x?) = 32% + 4 # v ou(xr)
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Propriété

Soient les fonctions u et v de la définition précédente.
Si u est dérivable sur I et v est dérivable sur J alors v o u est dérivable sur
I etun aVe € I:

(vou)(z) =u'(x) x (v ou)(w) = u'(x) x v'(u(x))

(wou) =u' xv' ou

Exemples

o u(z) =23 +5 et v(z) = /7 alors
vou(z) = Va3 +5et (vou)(z) =322 x —L— = 32

2Vx34+5 22345

e u(x) =122 —1et v(x) =2* alors
vou(r) = (22 — D* et (vou)(z) =2z x 4(z? — 1)3 = 8x(a? — 1)3

o u(z) =2t — Tx et v(z) = € alors
vou(z) =e® T et (vou)(z) = (423 — 7) x e 7"

Conséquence

On a pour toute fonction dérivable en [

e (u") =nu x w1 VneN

° (%)’:%siu#Osan

. (\/ﬂ)/:%siu>03urf

Définition
Soit une fonction f dérivable sur un intervalle I et f’ sa fonction dérivée. Si

f! est dérivable sur I alors on note f” sa fonction dérivée et elle est appelée
dérivée seconde de f.
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Exemple

Soit f définie sur R par f(x) = 23+ 522 — 7w+ 2 alors f/(z) = 322+ 10z —7
et f’(xz) =6z + 10

Remarque

En particulier, on note f(™ la dérivée n-itme de f. Dans ce cas précédent,
fO@)=6; fD(z)=0;...
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Chapter 2

Convexité

2.1 Fonction convexe/concave
Définition

Soit f une fonction définie et dérivable sur I et C'y sa courbe représentative.
On dit que :

f est convexe f est convexe

Si pour tous points distincts A et Si pour tous points distincts A et
B de la courbe Cy, le segment B de la courbe Cy, le segment
[AB] est au dessus de la courbe [AB] est en dessous de la courbe
Cy entre A et B Cy entre A et B

1]

\
A A/
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Propriété

Soit f une fonction définie et deux fois dérivable sur I. Les propositions
suivantes sont équivalentes :

1. f est convexe sur [
2. (Y est située su dessus des tangentes
3. f’ est croissante sur I

4. f" est positive sur I

Remarque

De méme, f est concave sur [
<= [’ est décroissante sur [
<= f" est négative sur I

Exemples

1. f(z)=¢€"sur R
f'(x) = e
f'(z)=€¢">0sur R
Donc la fonction exponentielle est convexe

2. g(x) = /z sur 0; +o0|
Ona g (x)= ﬁ et ¢"(x) = (2\/72)2 = ﬁ <0

Donc la fonction racine carrée est concave sur |0; +oo[

—1

2.2 Point d’inflexion
Définition
Soit f une fonction définie et dérivable en un intervalle I. Soit A un point

d’abscisse a de la courbe C'y. On dit que A est un point d’inflexion de C si
la courbe U traverse la tangente en a.

Remarque

En I’abscisse a du point d’inflexion, la convexité change.
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A Comcant
/

UG

Exemple

La fonction cube f(x) = 23 définie sur R admet comme point d’inflexion O
du repere
En effet, f est concave sur | — 0o;0] et convexe sur [0; +00]

Propriété

Le point A est un point d’inflexion si et seulement si f” s’annule en a en
changeant de signe.

Exemple
Dans I’exemple précédent, on a f(x) = 2° donc f'(z) = 322 et f"(x) = 6z
x —00 0 +00
f'(2) - 0 +

On retrouve alors le fait que l'origine O du repere est un point d’inflexion
de Cf
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Part VIII

Géométrie dans ’espace 1
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Chapter 1

Géométrie vectorielle

1.1 Vecteur de ’espace

Définition

Deux points A et B distincts de I'espace définissent un vecteur 7 non nul
de D'espace caractérisé par sa direction qui est celle de (AB), son sens sur
cette direction et sa longueur est celle du segment [AB].

Si les deux Eoints sont confondus alors on a le vecteur nul qui n’a pas de
. . -
direction AA= 0

Définition
La translation ¢ de vecteur E est la transformation qui, a tout point C,

associe I'unique point D tel que :
D=4

Remarque

La somme de deux vecteurs, le produit d’'un vecteur par un réel ainsi que la
relation de Chasles restent valides tels qu’on les connait
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Exemple

Dans le cube ABCDEFGH, on a :

e 4D = FC

« BF+FC =EC

e 2x BC + HE = BC

« BG+HD - EH = EB

Définition

On dit que c’est coplanaire lorsqu’ils sont sur le méme plan

Exemple

Dans le cube ABCDEFGH précédent :
e Les points A, B, C, D sont coplanaires
e Les points B, C, F, G sont coplanaires

e Les points A, F, F, H sont coplanaires

Propriétés

—
e Les vecteurs OA, O@ et O? sont coplanaires <= les points O, A, B, C'
sont coplanaires

e 3 vecteurs 7, o et W sont coplanaires <= il existe deux réels a et 3

telsqueax U +8x U =0

Définition

Un plan P est défini par un point A et deux vecteurs @ et ¥ non colinéaires
(donc non nuls). Le point A et les vecteurs U et ¥ constituent le repére
(A; U 7) du plan p de I'espace
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Exemple
Dans le cube ABCDEFGH, le plan (AFH) est déterminé par les trois points
A, F et H ou bien par le point A et les vecteurs non colinéaires AF et AH,

Un plan de l'espace est défini :

e soit par trois points non alignés (ABC),
e soit par un point et deux vecteurs non colinéaires (A ; t , V).

Si (A; 7; 7) est un repere du plan P alors pour tout point M de P, il
existe un unique couple (z;y) de nombres réels tels que
—
AM =z xd +yx v
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Chapter 2

Position relative

Positions relatives de deux droites

Deux droites de l'espace
sont soit coplanaires
(c’est-a dire incluses
dans un méme plan)

d et d’ sont coplanaires
et sécantes en M ou strictement paralléles
ou confondues

detd’sont
non coplanaires

soit non coplanaires.

Positions relatives d’une droite et d’un plan

Soit d une droite

et P un plan. @ d est strictement ®@destincluse @ d est sécante
Il existe trois paralléle a ? dans P aP
configurations pour : d

les positions relatives d ’f/ : "
dedetde . AL 5 J i

Positions relatives de deux plans

Soit P et P’ deux plans .

1l existe trois @ est strictement @ P et P’ sont ® % et 9’ sont

configurations paralléle a &’ confondus sécants end

pOUIi les positions ) g 7 P

relatives g : . : &8

de P etde ?". : 7 S :
7

& Op .
o/ = (P T (g
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Théoréme

Une droite d est paralléle a un plan ® si, et seulement si,
il existe une droite A du plan P paralléle a d.

Théoréme

Un plan ¥’ est paralléle a un plan P si, et seu-
lement si, il existe deux droites sécantes de P’
paralléles a deux droites sécantes de P.

| \ \

Théoréme

Soient P et £ deux plans strictement paralléles. Tout
plan 7 qui coupe l'un de ces plans coupe l'autre et les
droites d’intersections obtenues sont paralléles.

)
v

Théoréme du toit (admis)

Soient deux droites d et d’ paralléles. Soit
un plan # contenant d sécant a un autre
plan #’ contenant d'. Alors la droite A
intersection de P et #’ est paralléle a d
etad.

75



Chapter 3

Repere cartésien de ’espace
et coordonnées

Définition
) - - =
Un point O et 3 vecteurs ¢, j et k£ non copmlanaires définissent un repere
- = ?)
vty Js

cartésien de I’ espace noté (O
_)
Le triplet ( ¢ j k ) est appelé base de 'espace

?

Définition
Pour tout gomt _]\>4 de I'espace, on peut écrire de maniere unique

OM =zxi +yj +z2k. Le trlplet (z;y;2) constitue les coordonnées du
— =

point M dans le repere (O; i ; j; k)
, e |
Les coordonnées du vecteur OM sont notées | y
z

Exemple

Dans le cube ABCDFEFGH, les vecteurs z@ xﬁ et jﬁ ne sont pas
coplanaires donc (A; ﬁ ﬁ ﬁ) est un repere de l'espace d’origine A
Dans ce repere, les triplets (1;0;0);(1;1;0);(1;0;1);(0;1;1) sont les coor-
données respectives des points B; C; F' et H
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Remarques
e On note M(x;y;z) si M a pour coordonnées (x;y; z)

e Terminologie : Si M(x;y;z), on a :
x I'abscisse
y lordonnée

z la cote

Propriétés

o Si A(xa;ya;24) et B(zp;yp; zp) alors AB a pour coordonnées

rB —TA
YB — YA
ZB — ZA

o Si W(x;y;2) et VU (a';y;2) alors U + ¥ a pour coordonnées

x4+ 2

y+y
2+ 2

et kx U a pour coordonnées | ky

e Le milieu / de [AB] a pour coordonnées

($A+JUB; yAerB; ZA+ZB)
2 2 2
Propriété (montrer que 3 vecteurs sont coplanaires)
Soient 7, 7, W 3 vecteurs de I’espace
° 7,7, w coplanaires <= 1'un des vecteurs est combinaison linéaire

des deux autres, c’est a dire :
il existe « et 8 dans R tels que U =ad + 5@2

° 7, 7, w pas coplanaires <= ils sont linéairement indépendants, c’est
a dire : -
AU +bT +c@ =0 =a=b=c=0
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Exemple

e Montrer que les points F(2;0; 1), F'(2; —2;1), G(5;5;0) et H(—3; —5;6)
sont coplanaires

Pour cela, montrons que ﬁ , ﬁ et lﬁ[ sont coplanaires

1-2 -1
ﬁ a pour coordonnées | —2 — 0 | c’est a dire | —2
1-1 0
5—2 3
ﬁ a pour coordonnées | 5 —0 | c’est a dire | 5
0—-1 -1
-3-2 -5
ﬁ a pour coordonnées | —5 — 0 | c’est a dire | —5
6—1 5
Déterminons « et 3 tels que E—H> = aﬁ + Bﬁ
-5 -1 3
Cequidonne | =5 | =a|-2|+5] 5
) 0 -1
—-5=—-a+3
a+35 a=-—10
= {-5=-"2a+53 <= G- 3
5=-03 -
Donc ﬁ = —IOﬁ — 5E? donc E—H> est combinaison linéaire de ﬁ

et K
Conclusion : F, F,G et H sont coplanaires
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1 -1 1
e Montrer que Zl1], 7| 1 |etw|0] nesont pas colinéaires
1 0 1

Pour cela, montrons qu’ils sont linéairement indépendants

_>
Supposons oW +bV +cW = 0, montrons quea=b=c=0

1 —1 1 0
Cequidonnea (1] +b| 1 | +c|0])=1{0
1 0 1 0
a—b+c=0
—qa+b=0<=b=—a

a+c=0
ata+c=2a+c=0
<= <{b=—a

a+c=0

20+c—(a+c)=0-0=a <= a=0
= b=—-a=-0=0 —b=0

a+c=0=04+c=c —c=0

Donc les vecteurs 7, o et W sont linéairement indépendants, et donc
ne sont pas coplanaires

Remarque

e Coplanaire <= pas linéairement indépendants
e Non coplanaire <= pas combinaison linéaire

e 3 vecteurs linéairement indépendants dans ’espace forment une base
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Chapter 4

Représentation graphique
d’une droite

Soient (O, 7, 7, ?) un repere de ’espace.

On considere une droite A de I'espace définie par le point A et le vecteur
directeur o . .

Ona M e A < AM et U colinéaires <= AM =t x « avec t € R

T A Ty, x
Soit A |ya | |yu | M [y
ZA Zy z

Tr— x4 =11, r=1xr, + T

—
Alors AM =t x U < Yy—ya=tyy < y=ty,+ya teR

2 —zpA =12y z2=1zy + 24
Ce dernier systeme est appelé représentation paramétrique de la droite A

Exemple
2
Soit A(5;4;—1) et ¢ | 3
1
La représentation paramétrique de la droite A est :
r=5+2t
y=4+3t telR
z=—1+4t
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r=17
Sionprendt=1,onasy="7

z=0
donc le point de coordonnées (7;7;0) appartient a A

Inversement, le point de coordonnées (1; —2; —3) appartient-il & A ?

1=5+2¢ t=2

Résolvons ¢ —2=4+3t <<= t=2 Donc (1;-2;-3) € A
—3=—-1+t t=2

De méme, est-ce que (0;4; 1) appartient a A ?
0=>5+2t t=P

Résolvons 4 =443t <= (t= Donc (0;4;1) ¢ A
1=—1+t¢ t=2
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Chapter 5

Orthogonalité

Définition
Deux droites de l'espace sont orthogonales s’il existe une parallele a la
premiere qui est perpendiculaire a la seconde

Exemple

Dans le cube ABCDEFGH, les droites (AE) et (HG) sont orthogonales
(AE)et(DH) sont paralleles
(HG)et(DH) sont perpendiculaires

Les droites (AB) et (BC) sont orthogonales et aussi perpendiculaires
Propriété

Si deux droites sont paralleles, alors toute droite orthogonale a I'une 'est
aussi a ’autre

Définition
Une droite est orthogonale a un plan si elle est orthogonale a toutes les
droites de ce plan
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Propriétés

e Une droite est orthogonale a un plan <= elle est orthogonale a deux
droites sécantes au plan (qui appartiennent a celui-ci)

e Si deux droites sont paralleles, alors tout plan orthogonal & I'une I’est
a l'autre

e Si deux droites sont orthogonales a un méme plan, alors elles sont
paralleles
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Part 1X

Géométrie dans ’espace 11
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Chapter 1

Produit scalaire

1.1 Définition et propriété
Définition
Un repere (O; 7; 7; ?

-

) est orthonormal si H i H = H J H = H k H =1etsi
%
i, j et k sont orthogonaux

Exemple

Dans un cube ABCDEFGH, le repere (A, xﬁ, E, ﬁ) est orthonormal

Remarque

On rappelle que les droites dans ’espace sont :

e Perpendiculaires si elles sont coplanaires

e Orthogonales si elles ne sont pas coplanaires
Par contre, on ne dit pas que des vecteurs sont orthogonaux
Définition

L’expression analytique du produit scalaire dans un repere orthonormal de
I’espace est donnée par :

X X

UV =at'+yy +27 avec U |y | et T [y
/

z z
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Remarque
Autres expressions du produit scalaire :
o T = |V x| ¥ xcos(W: T) ou AB-AC = AB x AC x cos(BAC)
° Eﬁ = AB x AH ou H est le projeté orthogonal de C sur la droite
(AB)

Exemple

2 0
Soient (1) et U ( 3 ) alors
4 -5

U =2x0+-1x3+4x -5=-3—-16=—-23

Propriété

Wet W sont orthogonaux <= U =0

Exemple

1 3
Les vecteurs 1@ (3) etl?g (1) sont orthogonaux car
6 -1

AB - DC=1x3+(-3)x (1) +6x(-1)=3+3—6=0
Propriété
Soient U et ¥ deux vecteurs de I’espace

o U -V ="

« D+ BT W4T B

e (aW)-(bV)=abx V-

de méme sens, U= \\7!\ X H?H
de sens opposé, U= H7|| X ||7||

e S’ils sont colinéaires et {
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1.2 Norme d’un vecteur et carré scalaire

Définiton
On pose @2 = - donc || 7| = V2

x
Dans un repere orthonormal, cela donne pour U (y)
z

1] = Va2 + g2 + 22

Exemple

-1

Si AB ( 3 ) alors ;| AB|| = /(-7 + 32+ 5 = VT+9+ 25 = v/35
5

Donc la longueur AB est égale a /35

Propriété

Soient ¥ et ¥ deux vecteurs de l'espace :
o (W4 V)2 =W?+210 -V + V2
o 17+ TN = RIP+ 2%+ T
o (W —-TV)2=u2-20 -V + 02
o |7 - =) 2% - T+ |V
o (W+)(U—-7)=u2-"7?

Conséquence : voici deux autres formules pour U

« UV =T+ - ITIF - IIT)
« UV =17+ -7 -7
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Chapter 2

Equation cartésienne de plan

Théoréme

Soit P le plan contenant le point A et de vecteur normal 7. On peut définit
le plan P comme ’ensemble des points M de 'espace tel que AM - =0

A
R I#lr“

/

a
On pose alors A(z4;y4;24) un point de P de vecteur normal 7 |b|. Pour

c
tout point M (x;y;z) du plan P, on a :
H _>
AM -7 =0<=a(x —z4) + by —ya) +c(z —24) =0
<— ar—ars+by —bys+cz—cza=0
< ar+by+cz— (axg —bys —cza) =0
On pose alors d = —(ax s — bys — cz4) et on obtient le théoréme suivant :

Théoréme

Tout plan de I'espace admet une équation de la forme ac+ by +cz+d =0
ou les coefficients a, b, ¢ et d ne sont pas tous nuls
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a
Cette équation est appellée équation cartésienne du plan. Le vecteur b
c

est alors un vecteur normal au plan

Exemples

Déterminons une équation cartésienne du plan passant par A(—1;3;2) et de
2
vecteur normal 77 | 5
8
On sait, a l'aide du vecteur normal, qu'une équation cartésienne du plan est
de la forme 2x + 5y +8z+d =10
Comme A appartient au plan, ses coordonnées vérifient ’équation
précédente : 2 x (—1)+5x3+8x2+d=0<=d=29
Une équation du plan est donc 2x 4+ 5y + 82 +29 =0
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Chapter 3

Projeté orthogonal

Exemple

Calculer les coordonnées du projeté orthogonal H du point A(7;0;4) sur le
plan (P) d’équation 2x —y +32+2=0
La droite d orthogonale a (P) qui passe par A a pour vecteur directeur un

2
vecteur normal & (P), donc 77 | —1
3
r=2t+7
d a alors pour représentation paramétrique ¢ y = —t teR
z=3t+4

Les coordonnées de H vérifient le systeme de la droite d et du plan (P)
T=2t+7
Y= —t
z=3t+4
2 —y+32+2=0

Ce qui donne 2(2t+7) — (—t)+3(3t+4)+2 =0 <= 14t+28 =0 <=t = —2
En remplagant ¢, on obtient H(3;2; —2)

La distance de A au plan (P) est :

AH:HE}H:¢(3—7)2+(2—0)2+(—2—4)2:ﬁ:wﬂ
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Part X

Primitives et équations
différentielles
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Chapter 1
Primitives

1.1 Définition

Soit f une fonction définir sur un intervalle 1
On appelle primitive de f sur I toute fonction F' dérivable sur [ telle que
Fl(z)=f(z)=Vz el

Exemple

e f(x)=2x+1surR
On pose F(z) = 2° + x sur R
On a bien F'(z) =2z + 1 = f(z) donc F est une primitive de f

e g(z) = ﬁ sur |1; +o0]
On pose G(z) = =2 sur ]1;+o0]
On a bien G'(z) = —3 x @17 = (x,gl)Q = g()
G est donc une primitive de g

1.2 Propriétés
1.2.1 Existence de primitives

Théoréme

Toute fonction dérivable en I admet des primitives
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1.2.2 Ensemble des primitives d’une fonction donnée
Théoréme

Si F' est une primitive de f sur I, alors toutes les primitives de f sur I
s’écrivent sous la forme F' + k ou k est une constante

Exemple

Dans I’exemple précédent, les fonctions Fy(z) = 22 + 2 + 1

Fy(z) = 2% + x — 479; F3(x) = 2% +  + 7 sont des primitives de f

1.2.3 Primitive liée & une condition

Théoréme

Soit f une fonction dérivable sur I et zg € [
Alors il existe une unique ptimitive de f sur I telle que F(z9) = yop avec
yo €R

Exemple

Déterminons la primitive F de f(z) = 322 — 2 — 1 sur R telle que F(1) = 2
OnaF(;r):x3—%2—x+ketF(l):2:>F(1):13—g—1—|—/€:2
= G +k=2<=k=25

DOHCF($)21‘3—§—1‘+2,5
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1.3 Primitives de fonctions usuelles

Fonction Une primitive Fonction Une primitive
f(x)=a, aeR F(x)=ax u'u” 1 o
=x" n#—1 entier
f(x) x F(Y)__ il n+1
n=>0 entier n+l u' \/_
fo=x" Fy oL i 2
n<-1 entier ntl u'
= Inu
Fo)=— F(x)=2Jx “
\/_ x) u'e" e
f‘(x)=l F(x)=Inx
28
fx)=¢ F(x)=¢'

A\ Bien adapter le coefficient lorsque cela est nécessaire pour une forme donnée

Polynéme: f(x) =x>—2x2+4x—1, alors F(x)= —x - gx +2x2 — x
(*—1)*
Forme u'u”: f(x)=2x(x2—1)%, alors F(x) = —
1 1(3x—1)% (B3x—1)
f(x)=0Bx-1)*= =3 [33x—1)%], alors F(x)= 3 3 s
! 2
Forme —: f(x) = Py alors F(x) = In|2x — 3|
1 1 4 1
f(x)—m—i[m], alors F(x)—11n|4x+1\
u’ x+1 1 2x 42
— > = =
Forme —: n>2, f(x) Ziar—32 2 [(xz o 73)2], alors
-1
Fx) = 2(x2 +2x—3)
u/
Forme —: f(x)= alors F(x) =2y/x+4
0=
3 3
flx) = 2x+ 75[ orEn] ], alors F(x):ix2x/2x+ =3v2x+1
Forme u'e": f(x) =¥t = ‘11 [4e4+F1], alors F(x) = Lot
—x2+3 1 —x2+3 1 24
f(x) = xe =—3 [72xe ], alors F(x) = —5¢
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Chapter 2

Equation différentielle (ED)

2.1 Généralités
Définition
Une équation différentielle est une équation dont I'inconnue est une fonction

y de variable x
L’équation relie y avec certaines de ses dérivées et éventuellement x

Exemple

Yy =2y + 3 ouy = 4x sont des équations différentielles d’ordre 1 (car il
y a la dérivée premiere). On a y” +y = 5 est une ED d’ordre 2 (dérivée
seconde).

Résoudre 3/ = 2y + 3 revient a trouver une fonction dérivable y telle que
pour tout & d’un intervalle I, on ait y'(x) = 2y(z) + 3

Remarque

Une ED a été vue en premiere, la fonction exponentielle est la solution de
I'ED : ¢/ =y avec y(0) = 1

Proposition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. L’équation 3’ = f admet
comme solution une primitive de f
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Exemple

La fonction F définit sur R par F(z) = 22 est une solution sur R de 'ED
/
y =2z

2.2 Résolution de I’ED ¢/ = ay

Théoréme

Les solutions de 'ED ou a € R sont les fonctions définies sur R
par y(x) = Ce® avec C' € R

Quel que soit le couple de réels (zg;90), 'ED v/ = ay admet une unique
solution f définie sur R vérifiant la ”condition initiale” f(xg) = yo

Exemple

Les solutions sur R de 'ED 3’ = —3y sont les fonctions z + Ce™3%

CeR
La seule solution vérifiant f(1) = 2 est f : z + 2e3e73% car f(1) = 2
= Ce 3 =2+= C=2¢

avec

2.3 Résolution de ’'ED ¢/ = ay + b

Théoréme

Les solutions de I'ED 3 = ay + b ol a,b € R sont les fonctions définies
sur R par y(x):Ceax—gavecCER s?a;éO
y(z) =bx +k sinon

2.3.1 Exemple

Les solutions sur R de I’équation différentielle 3/ = 6y + 5 sont les fonctions
telles que y = Cef* — % avec C' € R

La seule solution f vérifiant f(0) =2 est f: 2z — %66”’ — %
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2.4 Résolution de ’'ED ¢/ = ay + f

Théoréme

Soit f une fonction continue sur [
Pour résoudre une ED de la forme ¢/ = ay + f :

1. Cherche une solution particuliere yy (souvent donnée)

2. Déterminer I’ensemble des solutions y; de I’équation dite homogene
Y =ay
L’ED 3 = ay + f admet alors comme solutions g + 1

Exemple

e Résolvons 'ED 3/ = 2y + 1 — 6z qui est bien de la forme v = ay + f
aveca=2et f:x—1—06x

1. Une solution particuliere est yo = 3z + 1
En effet, y) =3 et 2yp + 1 — 62 = 2(3x — 1) + 1 — 62 = 3 donc
Yo =2yo +1—6x

2. On a I’équation homogene ¢/ = 2y <= y = Ce** avec C € R

Conclusion : Les solutions de 'ED ¢y’ = 2y + 1 — 62 sont
y=1vyo+y1=Ce*® +3x+1avec C €R

e On considére 'ED y/ = y — 2 qui est de la forme v/ = ay + f avec
a=1let f:ax— —z?

1. Montrer que 'ED admet une solution particuliere
Un polynéme du 2nd degré yo = ax? + bx + ¢
On a alors y) =yo — 22 <= 2ax +b=az’ +br+c—x
<= 2ar+b=(a—1z?+bxr+c

2

0O=a-1 a=1
<< <q2a=0 = (b=2
b=c c=2

Dot yg = 2? + 22 + 2
2. L’équation homogene y' = y admet comme solution y = Ce® avec
CeR

Conclusion : Les solutions de I’équation différentielle sont
Y=o+ =Ce" + 2%+ 2z +2

97



	I Suites
	Rappel de 1ère
	Raisonnement par récurrence
	Description
	Principe

	Limites des suites
	Notion de limite infinie d'une suite
	Limites finies - suites convergentes
	Limites et opérations algébriques
	Théorèmes


	II Combinatoire et dénombrement
	Notion d'ensemble
	Dénombrement
	Exemples importants
	Dénombrer des k-uplets
	Combinaison


	III Succession d'épreuves indépendantes et loi binomiale
	Généralité (1ère)
	Variable aléatoire
	Succession d'épreuves quelconques
	Succession d'épreuves indépendantes

	Schéma de Bernoulli
	Loi binomiale

	IV Limites de fonctions
	Calcul de limite
	Limite d'une fonction
	Théorèmes
	Asymptotes à une fonction


	V Continuité
	Généralité
	Théorème des Valeurs Intermédiaires (TVI)

	VI Fonction logarithme népérien
	Rappel sur la fonction exponentielle
	La fonction ln
	Propriété algébrique
	Etude de la fonction ln
	Limite aux bornes
	Sens de variation
	Equation ln(x)=m
	Autres limites de référence (théorème des croissances comparées)
	Courbe représentative

	Fonction du type ln(u)
	Domaine de définition
	Dérivée de ln(u)


	VII Dérivation et convexité
	Dérivation
	Généralité
	Composition de fonctions

	Convexité
	Fonction convexe/concave
	Point d'inflexion


	VIII Géométrie dans l'espace I
	Géométrie vectorielle
	Vecteur de l'espace

	Position relative
	Repère cartésien de l'espace et coordonnées
	Représentation graphique d'une droite
	Orthogonalité

	IX Géométrie dans l'espace II
	Produit scalaire
	Définition et propriété
	Norme d'un vecteur et carré scalaire

	Équation cartésienne de plan
	Projeté orthogonal

	X Primitives et équations différentielles
	Primitives
	Définition
	Propriétés
	Primitives de fonctions usuelles

	Équation différentielle (ED)
	Généralités
	Résolution de l'ED y'=ay
	Résolution de l'ED y'=ay+b
	Résolution de l'ED y'=ay+f



